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Úloha 1. Uvažujte o inkluzi I : Z ↪→ R jako o funktoru mezi kategoriemi poset̊u (Z, ≤) a
(R, ≤). Popǐste jeho levý a pravý adjunkt.
Poznámka: S adjunkćı mezie posetama jste se již možná setkali. Jak ste ji ř́ıkali?

Úloha 2. Existuje četná kolekce př́ıklad̊u adjukćı, kde jeden funktor ‘zapomı́ná algebraickou
strukturu’ a funktor opačným směrem ‘generuje volnou algebraickou strukturu’, takovým
adjunkćım se ř́ıká free-forgetful adjunctions. Př́ıklady jsou

• F : Set → Grp (vytvoř volnou grupu) ⊣ U : Grp → Set (zapomeň strukturu grupy)

• F : Set → VectF (vytvoř volný vektorový prostor) ⊣ U : VectF → Set (zapomeň
strukturu vetrového prostoru)

• F : Grp → ComGrp (vytvoř z grupy G komutativńı grupu G/[G, G]) ⊣ U : ComGrp →
Grp (zapomeň, že grupa A je komutativńı).

Ovšem, neńı pravda, že káždý ‘zapomı́naj́ıćı’ funktor je pravým adjunktem.
Ukážte, že žádný z následuj́ıćıh funktor̊u

Field U−→ Ring Field U+−→ ComGrp Field U×−→ ComGrp Field U−→ Set

nemá levý (dokonce ani pravý) adjunkt.
Hint: Prozkoumejte morfismy z a do Z.

Úloha 3. Necht’ U : B → A a necht’ F a H jsou oba jeho levé adjunkty. Ukažte, že potom
existuje přirozený isomorfismus funktor̊u F ∼= H. Duálńı výsledek plat́ı pro pravé adjunkty.
Hint: Yonedovo vnořeńı je věrný a úplný funktor.

Úloha 4. Dokažte, že máme-následuj́ıćı diagram kategoríı a adjungovaných funktor̊u

A B C
F

U

H

G

⊣ ⊣

tak potom H ◦ F ⊣ U ◦ G.

Úloha 5. Necht’ A, B jsou kategie a pro funktory F : A → B, G : B → A plat́ı F ⊣ G.
Definujme kategorie úlpné podkategorie generováné objekty

A′ = {A ∈ A | ηA : A
∼−→ GFA}

B′ = {B ∈ B | εB : FGB
∼−→ B}

1. Ukážte, že F (A′) ⊆ B′ a G(B′) ⊆ A′.

2. Ukážte, že F ↾A′ a G ↾G′ jsou ekvivalence kategoríı.

Jakou ekvivalenci dostaneme v př́ıpadě

• F : Grp → ComGrp ⊣ U : ComGrp → Grp
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• S ⊆ K[x1, . . . , xn] ↦→ V (S) = {x ∈ Kn : f(x) = 0 ∀f ∈ S}
⊣
X ⊆ Kn ↦→ I(X) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] : x ∈ X}

Úloha 6. Ukažte, že pokud existut́ı všechny limity J → C, je funktor limity pravým ad-
junktem ke funktoru

∆ : C → CJ

c ↦→ (j ↦→ c)

Sformulujte duálńı tvrzeńı pro kolimity.

Úloha 7. Necht’ je daná adjunkce

C D
F

G
⊣

Ukážte, že:

(a) složeńı s F a G definuje adjunktńı pár

CJ DJ
F ◦

G◦

⊣

pro malou kategorii J .

(b) předsložeńı s F a G definuje adjunktńı pár

J C J D
◦F

◦G

⊣

pro lokálně malou kategorii J .

Úloha 8 (Přirozenost v adjunkci). Necht’ F : C ⇄ D : G jsou funktory a pro každé c ∈
C, d ∈ D existuje bijekce D(Fc, d) ∼= C(c, Gd) (každému morfismu f ∗ : Fc → d jednoznačně
přǐrad́ı morfismus, f : c → Gd).
Ukážte, že přirozenost této bijekce je ekvivaletńı tvrzeńı, že pro libovolné morfismy s doménami
a kodoménami, jak je zobrazeno ńıže, plat́ı, že

Fc d c Gd

Fc′ d′ c′ Gd′

f∗

F h k

f

h Gk

g∗ g

↭

levý čtverec komutuje v D právě tehdy když pravý čtverec komutuje v C.
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